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SULL' ELETTROSTATICA DI UN CAMPO GRAVITA- 
ZIONALE UNIFORME E SUL PESO DELLE MASSE 
ELETTROMAGNETICHE. 
di ENRICO FERMI.  
I n t roduz ione .  
Fine di questo scritto ~ la ricerca dew alterazione pro- 
dotta d~ un cumpo gr~vitazionale uniforme sui fenomeni elet- 
trostatici che hanno luogo in esso fatta sulle basi della teo- 
ria generale della relativit/t. Stabililita P equazione differen- 
ziale che lega il potenziMe lettrico alla densit~ delle cariche~ 
e che corrisponde alPequazione di Poisson dell' elettrostatica 
classica~ si riesce ad intcgrarla nel caso almeno che il campo 
di gravitazione sia sufficientemente poco intenso~ ed il campo 
della gravitazione terrestre soddisfa largamente a tale condi- 
zione~ trovando cosi le correzioni da apportarsi al lalegge di 
Coulomb per la presenza del campo di gravitY. 
In una prima applicazione si studia ]a distribuzione del- 
l' elettricit'~ sepra una sfera conduttrice mostrando che per 
influenza del campo la sfera si polarizza. 
La seconda applicazione ~ dedicata alla ricerca del peso 
d iuna  massa elettromagnetica~ vale a dire della forza che~ 
per effetto di trovarsi in un campo di gravit~ si esercita 
sopra un sistema di cariche elettriche rigido (per es. soste- 
nuto da un dielettrico rigido). 
Si trova che tale peso ~ dato dal prodotto dew accelera- 
u 
zione di gravit~ per -~ dove u rappresenta P energia elet- 
trostatica delle cariche del sistema e c la  velocit/~ della luce. 
Si trova quindi che la massa pesante~ cio~ il rapporto tra 
il peso e P accelerazione di gravit~ per il nostro sistema 
non coincide almeno in generale~ con la massa inerte~ poich~ 
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ad esempio per  un s is tema avente  s immetr ia  sferica~ que- 
4: u 
st ~ u l t ima v iene data  da~ ~ ~ con i s imbol i  di pr ima. 
]~ noto del  resto come la re lat iv i t~ in senso st ret to  con- 
hu  
duca a prendere  ~ i -come aumento  del la  massa  i ner te  di un 
s is tema al quale v iene comunicata  1 ~ energ ia  A U~ e cib pub 
agevo lmente  meStersi  in re laz ione con il r i su l ta to  accennato.  
Si most ra  da u l t imo come possa t rovars i  uu punto  che~ 
r i spet to  al peso del  nostro  s i s tema di cariche~ gode del le 
stesse propr ie t~ di cui gode il centro di grav i t~ r i spet to  al 
peso di un ord inar io  s i s tema di masse mater ia l i .  
Par te  P r ima.  
ag le t t ros ta t i ca  d i  un  campo d i  g rav i th .  
w 1. - -  Cons ider iamo una regione del lo spazio sede di 
un campo uni forme di g rav i tg  e suppon iamo che i fenomeni  
e le t t rostat ic i  che pens iamo aver  luogo in essa siano ta lmente  
poco intens i  che si possa r i tener  t rascurab i le  1 ~ a l teraz ione 
da essi p rodot ta  su l la  metr ica  del la  regione in discorso. L~ele - 
mento metr ico del la  var ie tg  spazio-tempo~ re lat ivo  a ta le re- 
gione pot rg  in ta l l  ipotesi~ pors i  sotto la forma ') 
(1) ds'  =:  a d t  2 - -  dx  l - dy '  - dz  ~ 
essendo a funzione so l tanto di z. 
Le var iab i l i  t~ x~ y~ z saranno anche ind icate  con x o x I x~ x 3 
ed i coeff icienti de l la  forma quadrat i ca  (1) con gik. Sia ~i 
il potenz ia le  vet tore  ed F,k il campo e let t romagnet ico .  Sar~ 
r i ferendoci  a l la  formu fondamenta le  (1). 
l) T. Levi Civit~. 5Iota II. (~ 8ui d8 ~ einsteiniani >>. N. 7. Rend. 
Aco. Lincei,  27~ 1.* semestre. 
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L imi tando  le nostre  cons ideraz ion i  ai campi  e le t t rostat ic i  
porremo ~o~ = ~, = %~ ~-- 0 e, per  b rev i t~ ~o---- ~" Ora si ha : 
Oxk Ox i 
cio~ 
(3) i Fo ~ - -  O:p Fo, ~%o O~ 9 -o~ = - F~=~ 
i F .~s~Fs , - - -F ,~- -0  F ik - - - - - - -F~ 
Si ha ino l t re  : 
F(,~i) : Y g(th) g(jk) Fh~ -'-- g(ii) g(jj) F i  j 
hk 
da cui osservando che :  
1 gi00) = ___ g(n) - -  g(~) = g(aa) - -  __ 1 
si ot t iene :
4) 
F i i  -'-- 0 . 
I F(o, ) __ 1 O? F(o~ )_  10~ F(0s ) 10~ 
a Ox a Oy a Oz 
F(~S) ~--- F( TM --- F(I~) ---~ 0 FIik) --- _ _  F(k0 F(;~) ~-- 0 . 
Nel  caso ehe st iamo t ra t tando  pub dars i  al l '  az ione la 
forma seguente  : 
(,5) W=(~,ri.F(i~)d~o+fdef+dXo~ .  
dove 
a~ - -  V -  II g,~ Ilaxo ax, ax, dx~ = ~-  dx ay a~ at 
b F e lemento  di ipervo lume de l la  var ietA e F in tegraz ione  re- 
la t iva  a dr va es tesa  ad una determinata  reg ione del la  va- 
rieti~ mentre  le in tegraz ion i  re la t ive  a de, dx o vanno estese 
~ ispet t ivamente  a tu t t i  gl i  e lement i  di car ica e le t t r i ca  le cui 
l inee orar ie  passano per  la regione cons iderata  ed a quei  
segment i  del le  det te  l inee che in essa si t rovano.  
w 2. - -  Ne l la  var iaz ione di W,  ~ potrA var iars i  arb i t ra -  
r iament% con l '  un ica  condiz ione che sul contorno del la  re- 
g ione d' in tegraz ione  sia ~ = 0. 
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Invece le vaxiazioni ~x, ~y, ~z oltre all~ condizione ~x:  
--~ ~y ~--- ~z---~ 0 sul contorno potranno essere assoggettate 
anche ad altre da determin,~rsi nei varii casi particolari. 
Per  esempio nell' interno di un corpo conduttore esse sa- 
ranno completamente arbitrarie mentre in un dielettrico ri- 
gido dovranno rappresentare l componenti di uno sposta- 
mento virtuale rigido e cosi di seguito. 
Portando in (5) i valori (3), (4) si trova : 
1 
da eui 
f f f f  o'~ P J  7) ~V ~ ~ 1 A "~-4 az dz b- ~ dx dy dz.dt + 
+ ~ ~x + ~z dx dy dz dt 
come subito si r icava osservando ehe, per le ipotesi fatte, 
si ha, ]ungo una linea oraria~ dx ~ dy = dz.-~-0 e che, es- 
sendo i~ la densit'~ elettrica~ i~ dx dy dz = de. 
Perch~ $~ sia identic~mente hullo si trova intant% sic- 
come $~ ~ a.rbitrario new interno del campo d ~ integrazione : 
d log t/~- a ~ _ if ~- 
(8) A, ~ dz a z ~ " 
Dovri~ oltre cib avers i :  
(9) n\Ox ~y oz~Z dxdydzdt=O.  
Per ogni sistema di valori di ~x~ 8y~ ~z conforme ai 
vincoli supposti. 
NelP equuzionc (S) ~ contenuta la generMizzazione della 
legge di I 'oisson a cui la (8) si riduce sea  ~ costante~ cio~ 
se manca il campo gravitazionale. 
i S0  E. FERMI  
w 3. ~ Se con G indichiamo accelerazione di gravith 
del campo considerato~ cio~ 1 ~ accelerazione con cui comincia 
a muoversi  un punto  materiale liber% si ha 
l da  
G ~ . . . .  , 
2 dz  
Con cib la (8) si scr ive:  
(11) di, ~p -q- -g- -0F ~--- -  p " 
Per  trovare la soluzione di (11)~ dato in ogni punto p, 
penseremo ehe le 8ariehe elettr iche siano eontenute entro 
una piecola regione attorno aW origine delle coordinate. Pot  
remo inoltre~ nell ~ origine~ a = c' (c - -  velocitg della luee nel- 
l' intorno (t811' origine) e supporremo la gravitg eosi poeo in- 
tensa da potersi t raseurare quei termini ehe eontengono il 
IG  
quadrato del rappgr to -~-  dove 1 rappresenta la massima 
lunghezza ehe interviene nel problems ehe si sta eonside- 
rando. Sotto tali ipotesi pub pors i :  
1/7=c+ z = c 1 - -  - i r  " 
La (11) pub seriAersi pereib : 
(12) 5, i~-I- c~ 0z c 1 - -  c2-Z p.  
L ~ integrale di questa equazione~ come mostra senz ~ altro 
una verifica mater iale e dat% con l 'appross imaz ione indi- 
cata~ da : 
(la) = 1_o) 
r 2c ~ r 
~-  ~ d~M r 2c  2 r 
dove M ~ il punto  generico del eampo % oeenpato da ca- 
f iche elettrich% P il punto  nel quale si calcola ~ ed r la 
d is tanza MP.  
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Data la linearit,~ dell' equazione (12) potrA natm'almente 
aggiungersi a (13) un qualsiasi integrale dell' equazione : 
(12)* A '~+ G 0;  - -  - -- ~ 0 c 2 Oz 
ottenuta ponendo in (12) f~ = 0. Tale integrale rappresenter'~ 
il" eampo dovuto a cause esterne alle f~. Per le applieazioni 
che abbiamo in viuta eonviene considerate una particolare 
soluzione di (12)* data da 
C~ G 
a . ~Uz*e- -c J  z (14) ? - - -~- -cEx*x - -cEy  yA-G-  
essendo E~* Eu* Ez* delle costanti. 
Nell' origine essendo E la forza elettrica si ha 
1 1 1 
E x -  Fo, Ey - -  Fo~ Ez - -  Foa. 
C C 
Risulta di qui che nell'origine la forza e!ettrica del campo 
esterno (14) ha per componenti:  
E~* Eu* E / .  
w 4. - -  Calcoliamo ora il campo elettrico dovuto ad unu 
carica e concentrata nell' origine delle coordinate. Da (13) 
si ha : 
ce(1  G z )  
(15) ~=4~.  r 2e' r 
e questa formula d~ come subito si riconosce ponendo G=0 
(16) 
la generalizzazione della legge 
eordando le (3) si ottiene :
~Fo __=ce ( X 
4 ~ r a 
:Foz -- -ce ( Y 
4~ r ~ - - 
Foa.__ce ( z 
elementare di Coulomb. Ri- 
2c 2 r s 
G z y )  
2eft r 3 
G z ~ G 1 
2c' r ~ -4 -  2--c' ~" 0 
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Possiamo riassumere le tre formule precedenti in un~unica 
vettoriale. Indicando infatti con F o i l  vettore di componenti 
Fo, Fo, Fo3 con a un vettore di grandezza 1 e di orienta- 
zione M I ) infine con G un vettore di grandezza G e di 
orientazione le (16) possono scriversi: 
c e i a G X a ~*+a 1 ~)  
(17) F~ ~ 4~- r ~ 2c' r -i- ~c~ r 9 
interessante confrontare questa formula con quella che 
d~ la forza elettrica esercitata da una carica elettrica e che~ 
in assenza di campo gravitazionale~ abbia accelerazione 1~ 
moto quasi stazionario e veloeit~ trascurabile di fronte a 
forza~ con le stesse notazioni~ quella della luce. Tale 
espressa da : 
~ - -  (/, e l  (18) E T -  -t- c' r r 
Di qui si vede che~ ponendo in (18) 
~" G 
(19) r - -  
2 
si ottiene 
Fo~C~ . 
In  parole tale risultato pub cosi enunciarsi~ osservando 
che c E ~ la parte elettrica del campo elettromagnetico ge- 
nerato dalla carica in moto accelerato. 
La parte elettrica (Fo, :F02 Fo3 ) del campo elettromagnetico 
(Fik) generato da una carica elettrica t'erma in un campo 
uniforme di intensit~ G ~ ugua~e alla parte elettrica del 
campo elettromagnetico cbe~ in essenza di campo gravita- 
zional% produrrebbe la stessa carica se si muovesse~ con le 
G . 
condizioni ndicate con accelerazione 2 m senso opposto al 
campo di gravitazione. 
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w 5. - -  S tud iamo ora come v iene a l te ra ta  dal  campo gra- 
v i taz iona le  la d i s t r ibuz ione  de l l 'e le t t r ie i th  sopra un eondut-  
tore. Osserv iamo pere ib  ehe essendo nel l '  in terno del con- 
dut tore  8x ~y ~z arb i t ra r i i  dovr~ essere per  (9) nel l '  in terno  
r ~ eostante  e qu ind i  (8) ~ ~ 0. L '  e let t r ie i t~ b quindi  tu t ta  
a l la  superf ieie.  Suppon iamo a l lora  ehe il nostro  conduttore  
s ia una sfera col eentro O nel l '  or ig ine del le coord inate  e 
ragg io  R. 
Cerch iamo di soddis fare la condiz ione ?-----= eostante  nel- 
l '  mterno  assumendo per  la dens i t~ e let t r i ca  superf ic ia le in 
un punto  gener ico M del la  superf ic ie 1' espress ione :  
e e 
- - -  - -  a cos 0 (20) 4~ R s + r 
dove 0 rappresenta  1' angolo ehe il ragg io  vet tore  OM forma 
con 1' asse zed  a una costante  da determinars i  che suppo- 
n iamo dew ord ine di g randezza  di c ~G- . I1 potenz ia le  in 1131 
punto  P interno sar~ dato (13) da :  
? .~ -4-- aeos0  - - 
9 r 2c  ~ r 
dove 1 ~ in tegraz ione  deve es tenders i  a tu t ta  la superf ic ie z 
G 
de l la  sfera. T rascurando termin i  di ordino super iore  a c ' - s i  
ot t iene : ce fcos0ao 
(21) % ~--- 16 ~;' r '  -4- 4 -~r-  r 
ceGz. fz .  ao 
32 =2R~c~ r 22 r c ~ r 
Essendo P in terno  si ha per5 :  
- -  =4~S dz= =- ~ R z . .  
r 
Si t rova  dunque:  
(22) q~ ~ 4 ~ R ~-  a 2r 1r e' z~. 
Serie YI) Vol. XXI I  12 
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Se d,ulqne vogliamo ?p costante dovremo porre 
1 G 
a - -  
2~ c ~ 
Sostituendo questo valore in :(20) si trova per la densith 
superfieiale 17 espressione : 
(23) 47:1~  1 q - -~-Rcos0  . 
Il fatto di trovarsi  in un campo di gravitazione produce 
dunque nella sfera una polarizzazione di momento 
2 G 
_ _  _ _  e R  ~ , 3 c s 
Parte Seconda. 
l~eso delle masse el~ttromagnetiche. 
w 6. - -  Supponiamo di avere un sistema di cariche so- 
stenute da un sostegno rigido per modo che ai Bx By Bz del 
w 2 bisogni attr ibuire la forma di eomponenti di uno spo- 
stamento rigido. Rimandando a dopo la considerazione degli 
spostumenti rotatori i  consideriamo dapprima quelli traslatorii~ 
vale a dire supponiamo Bx By Bz siano arbitrarie funzioni 
del tempo ma non dipennano da x~ y~ z. 
Cercheremo allora di soddisfare la (9) pensando che il 
potenziale ?p in un punto generico I ) sia la somma del po- 
tenziale dato da (13) e di uno di tipo (14). Indicheremo 
questi due addendi con ~'p e ?"~ e supporremo che il rap- 
porto fr~ le derivate di ~/ '  e ~ '  r ispetto ad una direzione 
lG  
qualunque sia delF ordine di grandezza ~ di cui abbiamo 
r di tr~seurare i quadrati.  Con cib 19 (9)s i  scrive : 
,r ,F 
P P 
j \  az ~-  
P 
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Questa equazione, dato che ~x 8y ~z sono funzioni arb i  
trarie del tempo~ tra di loro indipendenti~ d~ luogo alle tre 
equivalenti : 
(24) f ( a~' a~" \ d,: ._. f ( a~' a~" 
,,q 
P 
Ora dalP espressione (1.3) di p' si ottiene subito~ osser- 
vando ehe 
Or  Xp - -  Xr  
ax, r 
fOP' p,d~. ~- -  pppxdx,d~ 
3 ~x i~  r ~ 2 O" r 3 i 
p P M 
dove entrambi gli integrali vanno estesi al campo oecupato 
da eariehe. Seambiando nel seeondo membro P con M, eib 
ehe nulla altera, si ott iene: 
( f i x . - -x .  G (x.--zp) (z. ~ z,) I ( 0~' O,d~,= c p~p, dT,,d':, r~ 
J-ax 4=. .  r 3 2 c' 
M P 
onde infine, prendendo la semisomma" 
fop 
' 
(25) ax  ~" g':" - -  o 
P 
in modo in tutto analogo 
(~6) J ~- ~, d-:, = o .  
P 
D ~ altra parte similmente : 
fovo~Vd~--ffee'axa~'lz--Z'r' 
.~  "T T 
G (z, - -  z..) ( , ,  -4-z..) ,G 1 i 
2c '  r* - I -  2c '  r , 
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scambiando 5/ con P 
Oz 47; 
T 
P 
f fP~? .dz~dz ,  iz~--Z'r 3 
T T 
G (z,, - -  z~) (z~ + z,) 
20 ~ r a 
~ 
§  )- 
e prendendo la semisomma: 
(27) f o~" ~z t~, a-c. - -  
'I" 
P 
indieandosi con U (s 
prescindere dsi termini di correzione grsvitazionali). Per le 
ipotesi fatte sulle derivate di ~" possiamo senz ~ altro scri~ 
vere~ con la nostra spprossimszione : 
47:2 C r 
F energis elettroststics del sistema 
e Ex* ----- 0 
(29) e Eu* ----- 0 
U 
e E j  ~ = ~ G  c-~.. 
In  queste formole ~ contenuto il nostro r isults~. Esse  
ci dieono infstti che per mantenere in equilibrio il nostra 
sistems ~ neeessario un campo esterno (E*) il quale esereit~ 
trova : 
dove con e=f f~ dz si ~ indicata la caries totsle del si- 
T 
sterna. Sostituendo in (24) le espressioni ora ottenute si 
(28) 
f a g '  
. ~ pdz- - - - -cEyae;  
f og'- n*e  az pdz - - - -  c z ; 
T 
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sul sistema una forza data (in prima approssimazione) da 
e E ~ che deve intendersi controbilanciare il peso del sistema, 
che vien dunque dato da - -eE  * ed ha percib per compo- 
nenti (25) 
U 
(3,-,0) O, O, G c--;'" 
Giungiamo con questo alla eonelusione ehe i l  peso di 
una massa elettromagnetica ha sempre la direzione della ver- 
U 
ticale e grandezza eguale al "peso di una massa mater ia le  c i  . 
w 7. - -  Nel w precedente abbiamo preso per ~x ~y ~z le 
componenti di uno spostamento traslatorio. Se invece si 
prendono le componenti di uno spostamento rotatorio vir- 
tuale con Passe passante per l' origine delle coordinate, si 
pone cio~ 
(31) ~x ~ qz - -  ry ; ~y - -  rx  - -  pz  ; ~z ~ py  - -  qx 
l' integrale (9), a prescindere dalla parte dovuta al campo 
esterno ~" diventa :
f ( + r p Xoy  ~-  . 
Gli integrali tra parentesi si calcolauo facilmente in base 
a (13) con artifici simili a quelli usati nel w precedente. 
Essi hanno i valori 
(33) ~, p~d% d~ ; -b  x~- ~. p ,d~ d~ ; O . 
E prendendo per origine il punto 0' definito dal punto 
~) e dal vettore 
1 f fp-o 
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si riconosce subito che i tre integrali si annullano qua- 
lunque si~ 1 ~ orientazione del sistema attorno ad 0'. Segue di 
qui che rispetto alla nuova origine ~ hullo identicamente 
1 ~ integrale (9)~ cio~ ~ hullo il momento del peso rispetto ad 
O' quMunque sia 1 ~ orientazione del sistema~ O' gode dunque 
delle propriet~ di centro di gravit/L 
Pisa, Matzo 1921. 
